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Altruistic Punishment: the Bridge Leading to the Other Side of 
the Evolution 
Darong Dai 
(School of Business, Nanjing University) 
Abstract: In this paper, in order to study the strategic interactions between 
“cooperation”, “defection” and “altruistic punishment”, a mutation-selection dynamic, 
with the Prisoner's Dilemma as the background, has been established on an embedded 
Markov chain, proved the following conclusions: First, the “altruistic punishment”, 
even though not a Nash equilibrium, can be the only mutation-selection equilibrium 
when the population size goes to infinity; Second, the “cooperation”, even if been 
strictly dominated by the defection and altruistic punishment in the matrix game, will 
be the unique equilibrium of the evolutionary dynamics as the population size 
approaches infinity; that is to say, the altruistic punishment, even in very weak 
conditions, can effectively promote the evolution of cooperation. 
Key Words: Prisoner's Dilemma; Evolutionary Game Theory; Mutation-Selection 
Equilibrium. 




















tragedy of the commons)时提供深刻的智识教益。 
关于“如何逻辑自洽地走出囚徒困境？”问题的思考与回答，有如下尝试：第一，无限


















他惩罚不会得到演化且不能促进合作演化：Rand, Ohtsuki ＆ Nowak(2009); Ohtsuki, Iwasa 
＆ Nowak(2009)认为利他惩罚（或者高代价惩罚：costly punishment）并非合作演化的单独
机制，而是直接互惠（direct reciprocity）(Taylor＆Nowak,2007)或间接互惠（indirect reciprocity）
(Nowak ＆ Sigmund,2005;Brandt ＆ Sigmund,2005)的一种形式，其中，在直接互惠中惩罚
是报复（retaliation）的一种形式；而在间接互惠中，惩罚通过声誉效应（reputation effects）
以及第三方行为产生作用，故任何对利他惩罚的讨论都应当纳入直接或间接互惠的框架之




叛者最有效的策略不是惩罚而是不提供帮助（withhold help）。Hauert, Traulsen, Brandt, Nowak 
＆ Sigmund (2007)在一个简单的公共品博弈（PG）模型中证明，如果局中人有弃权（stand 
aside）的自由，则对背叛的惩罚可以促进合作演化；相反，若强制性要求每个个体都参与
到联合努力（joint endeavour）中去，则会产生相反的效果。Fehr ＆ Rockenbach(2003)通过
博弈实验发现若惩罚行为维护的是惩罚实施者自己的利益，并且这种惩罚被使用去维持一个
惩罚者偏好的但是又不公平的支付分配时，这种惩罚行为会大大降低其他博弈方的利他回应
(altruistic responses)。Dreber, Rand, Fudenberg ＆ Nowak(2008)在重复囚徒困境博弈实验中发
现，利他惩罚能够增进合作，但却不能提高群体的平均支付，并发现在总支付和利他惩罚的










可在合作困境（cooperative dilemmas）中令合作行为稳定下来。Gächter，Renner ＆ 
Sefton(2008)通过公共品博弈实验说明，惩罚行为不仅可以提升合作水平，而且从长期来看，
群体平均支付将会得到改善。Guzmán, Rodríguez-Sickert ＆ Rowthorn(2007)在合作困境背景
下建立一个行为策略与社会学习规则的共生演化模型，证明利他惩罚可以维持合作。
Sripada(2005)认为是惩罚而非互惠能够使得伦理规范（moral norms）得以维持。Fehr ＆ 
Gächter(2000)的公共品博弈实验证据表明惩罚能够保持很高的合作水平，甚至可以使全体合
作（ full cooperation）。Fehr ＆  Gächter(2002)通过公共品博弈实验发现不仅惩罚机会
（punishment opportunity）的存在会提高合作水平，而且真实的惩罚（actual punishment）也





合作演化是有条件的。Brandt, Hauert ＆ Sigmund(2003)的空间公共品博弈（spatial PG）表
明引入惩罚机会可以促进合作水平的大幅度提高。Marlowe et al(2007)的跨文化经济博弈实
验证据显示在更大更复杂的社会群落中，会出现更多的利他惩罚。Bernhard, Fehr ＆ 
Fischbacher(2006); Bernhard, Fischbacher＆Fehr (2006)第三方惩罚博弈（ the third-party 
punishment game）实验表明只有当背叛行为的受害者属于惩罚者的那个群组时，惩罚者才








稳定策略（ESS）。除此之外，Kosfeld ＆ Riedl,2004;Price,2005;Fehr ＆ Rockenbach, 2004; 
Clutton-Brock ＆  Parker,1995; Wong, Buston, Munday ＆ Jones, 2007; Smirnov, 2007; 
Lehmann, Rousset, Roze ＆ Keller,2007 等均持利他惩罚可以促进合作演化的观点。 
目前关于利他惩罚背后的动机也尚无一致看法，大致有如下几种，第一，持平等主义动
机（egalitarian motives），文献如 Fowler, Johnson ＆ Smirnov, 2004; Henrich et al, 2006; Dawes, 
Fowler, Johnson, McElreath ＆ Smirnov, 2007; Fehr, Bernhard ＆ Rockenbach, 2008。第二，
持报复性动机（retaliation motives）等消极情绪（negative emotions），文献如 Fehr ＆ Gächter 
(2004); Fehr ＆  Gächter(2002); Fehr ＆  Fischbacher(2004); Xiao ＆  Houser(2005); 
O’Gorman, Wilson ＆ Miller(2005)。第三，强调所谓观众效应（audience effects），文献如
Kurzban, DeScioli ＆ O’Brien(2007); Milinski ＆ Rockenbach(2007)。第四，强调规范内化
（internalize norms）如 Gintis(2003)。最后，强调利他惩罚背后的神经基础（the neural basis），











二 模 型 
现在考虑如下 2×2 对称博弈： 
 A   B  
A
B
1a   2a
3a   4a
                                 矩阵 2.1 
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其中， 1a 表示行、列博弈方均采用策略 A时，行博弈方所得支付； 3a 表示当列博弈方
采用策略 A时，行博弈方采用策略 B 所得支付，其余可以类似定义。 
本文只考虑一个有限群体，并假定该群体由m 个个体构成，其中 ( )2m m+Î ³ ，为
任意给定常数，再令 i 表示第n 期使用策略 A的个体数，表示群体在第 n 期的状态。虽然有
大量文献如 Imhof & Nowak(2006); Nowak, Sasaki, Taylor & Fudenberg(2004); Ohtsuki ＆
Nowak(2006)在定义策略主体的适存度（fitness）时，会引入一个外生参数 [ ]0,1w Î 来度量
博弈矩阵支付(payoff)对其适存度的贡献，并且如 Ohtsuki, Pacheco＆Nowak(2007); Taylor＆
Nowak(2007)都假定0 1w<  ，即他们考察弱选择（weak selection）情形下，演化博弈动
态的均衡行为。本文并不否认这种操作在全面分析策略主体行为演化方面的价值与意义；但
是，基于比较静态的观点和本文考察的重点，将演化动态的背景局限于博弈矩阵本身是合理
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而只有策略类型的转换，总之，群体总数保持不变，即若在第 n 期有 i 个个体使用策略 A，
则在第 1n+ 期有且仅有三种情况发生：仍有 i 个个体使用策略 A，有 1i+ 个个体使用策略
A，有 1i- 个个体使用策略 A。于是，若令随机变量 nX 表示状态，任意给定初始状态分
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, . 1 . 11i i i i i ip p p+ -= - -                             （2.2.）  
其中 f 表示对 f 取绝对值，显然 0,0 , 1m mp p= = ，即状态“0”，“m ”是两个吸收态，据
此可将{ }, 0nX n³ 理解成带有两个吸收壁的随机游走过程。令 ( )1 1ix i m£ £ - 表示从状
态 i 出发，最后被状态m 吸收的概率，则有递归方程： 
, 1 1 , , 1 1i i i i i i i i i ix p x p x p x+ + - -= + +                    （2.3） 
其边界条件为 0 0, 1mx x= = 。将（2.2）代入（2.3）即得： 
( )1 1ii i i i
i
gx x x x
f+ -
- = -                           （2.4） 
进一步递推，并利用 0 0x = 即得： 
1
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ê ú= +ê úê úë û
å                         （2.5） 













ê ú= +ê úê úë û










































ê ú- = +ê úê úë û













-                               （2.9） 
若令 ( )1AB xr = 表示群体从只有一个个体使用策略 A演化到全部个体使用策略 A的概率，而
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ê ú= +ê úê úë û













ê ú= +ê úê úë û












=                                （2.12） 
事实上，囚徒困境是一个较大的集类，可以通过多种方式去定义一个具体的囚徒困境博
弈，特别地，与 Rand, Ohtsuki ＆Nowak(2009)一样，本文采用如下定义方式，本质性地看，
“合作”策略表示合作者在给博弈对方带来收益 b 时，自己承担成本为 c ，其中假定
0b c> > ；“背叛”策略表示背叛者在获取收益 d 时，同时也给博弈对方带来成本 e ，其中
0, 0d e> > ；而“利他惩罚”则表示策略主体在自己承担成本a同时，也令博弈对方承担
成本b，其中 0a> 且 0b> 。据此，可以定义如下 3×3 对称支付矩阵： 
 合作 背叛 利他惩罚 
合作 b c- ，b c-  c e- -  ，d b+  c b- - ， ba- +  
背叛 d b+ ， c e- -  d e- ， d e-  d b- ， ea- -  
利他惩罚 ba- + ， c b- -  ea- - ，d b-  a b- - ， a b- -  
矩阵 2.2 
为了记号方便，特规定 1，2，3 分别代表策略“合作”，“背叛”及“利他惩罚”，与前文定
义一致，令 ( ); , 1, 2,3ij i j i jr ¹ = 表示一个单独使用策略 i 的个体侵入一群使用策略 j 的个









入马氏链（embedded Markov chain），显然这是一条遍历链（ergodic chain）,其极限平稳分
布存在且唯一。根据 Fudenberg ＆ Imhof(2006,2008)可定义如下转移矩阵： 




21 31 21 31
12 12 32 32




m r r mr mr
mr m r r mr
mr mr m r r
æ ö- + ÷ç ÷ç ÷ç ÷- +ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç - +è ø
 
矩阵 2.3 
其中 ( ); , 1, 2,3ij i j i jr ¹ = 定义如前，0 1m< < 。该矩阵不可约，其有唯一平稳分布为： 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )11 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , ,m m mn n m n m n m h h h h h h-= + +     （2.13） 
其中， 
1 12 13 12 23 13 32
2 13 21 21 23 23 31
3 12 31 21 32 31 32
h r r r r r r
h r r r r r r




                     （2.14） 
首先，我们需要回答的是：利他惩罚能否作为演化均衡出现？如果利他惩罚根本不被演
化选择所偏好，则更无从谈利他惩罚能否促进合作演化的问题，事实上可以证明如下定理。 
定理 2.1 存在 , , , , ,b c d ea b 同时满足下列条件： 
( )( ) ( )( )
, 2 ,
, , 2
2 , , ,
b c c b b c
d e d e e d
d c e b e d e b c d e e c b d
a b b
b a b b
ìï > + + + > >ïïï > > + + > + >íïïï + > > > - - > + +ïî
 
且此时有： 1 2 3lim lim 0, lim 0m m mh h h¥ ¥ ¥= = > ，即 ( )3lim , 1m mn m¥ = 。 
证明：见附录 A。 
现在取 15, 8, 4, 0.5, 4, 0.8b c d ea b= = = = = = ，由矩阵 2.2 可得： 
 合作 背叛 利他惩罚 
合作 3.5，3.5 -1.3 ，8 -8.5，-11 
背叛 8，-1.3 3.2，3.2 -4，-15.8 

















a a bì > > + >ïïíï > +ïî
 
且此时有： 1 2 3lim 0, lim lim 0m m mh h h¥ ¥ ¥> = = ，即 ( )1lim , 1m mn m¥ = 。 
证明：见附录 B。 
现在取 1, 2, 3, 2, 3, 10b c d ea b= = = = = = ，则由矩阵 2.2 可得： 
 合作 背叛 利他惩罚 
合作 1，1 -12 ，6 -4，2 
背叛 6，-12 -7，-7 1，-11 
利他惩罚 2，-4 -11，1 -3，-3 
矩阵 2.5 
其中“背叛”是唯一严格 Nash 均衡(ESS)。并且，在仅有合作与背叛的子博弈中，背叛是唯






三 结 论 
本文在经典囚徒困境基础上，加入“利他惩罚”策略，建立起三策略间的演化博弈动态，
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 四 附 录  
附录 A：定理 2.1 的证明 
现在考虑如下子博弈矩阵： 
 
    
             列博弈方 
 合作 利他惩罚 
行博弈方 
合作 b c- , b c-  c b- - , ba- +  




( ) ( )














+ - + + -
=
-
+ + + -
=
-
                （2.15） 
于是可得： 









                
( ) ( )
( ) ( )( )1
k
k
b k c m c bf
g b k m
b b
b b a
+ - + + -
=
+ + + -
 
( )( ) ( )( )




g b c m b c b
dk b k m
b a b a b
b b a
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç + - + + + - +è ø =
é ù+ + + -ë û
 







æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø <  
( ) ( )
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æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç - + +è ø = <
é ù+ + + -ë û
 







































æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç - +è ø = <







æ ö -÷ç ÷ = <ç ÷ç ÷ç -è ø  
而当 2b cb< + 时，必有： 
0 min min max max 1k k



























+-é ù -ê ú= + ³ê ú æ ö+ê úë û ÷ç- ÷ç ÷çè ø-
å   
































    
             列博弈方 
 背叛 利他惩罚 
行博弈方 
背叛 d e- , d e-  d b- , ea- -  
利他惩罚 ea- - , d b- a b- - , a b- -  
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( )( ) ( )( )







d e k m k d
f
m





- - + - -
=
-





              （2.16） 
于是可得： 









( ) ( )
( ) ( )( )1
k
k
d m e k e df
g e k m
b b
b a b
- + - + -
=
- + + -

  
( )( ) ( )( )




g e d m e e d
dk e k m
b a b a b
b a b
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç - + + - - - -è ø =
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- - =














b a a b
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç - -è ø =




显然当 db> 时： 










































æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç + -è ø = <









æ ö -÷ç ÷ =ç ÷ç ÷ç +è ø

  
故当 d e> ，2d e b< + 时： 
0 min min max max 1k k




æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷< < <ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
 






















--é ù +ê ú= + ³ê ú æ ö-ê úë û ÷ç- ÷ç ÷çè ø+
å    







































             列博弈方 
 合作 背叛 
行博弈方 
合作 b c- , b c-  c e- - , d b+
背叛 d b+ , c e- - d e- , d e-
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( )( ) ( )( )








b c k m k c e
f
m
d b k d e m k
g
m
- - + - - -
=
-
+ + - - -
=
-
                （2.17） 
则有： 








> > = 。  
证明：由（2.17）可得： 
( ) ( )
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+ - + + -
=
+ + - -
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g e b d c e m b e c d
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æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ é ùç + + - + + - -è ø ë û =
é ù+ + - -ë û
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g c e b e
dm b e d d e m
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç - + +è ø = <











æ ö +÷ç ÷ç = <÷ç ÷÷ç -è ø
 
而当( )( ) ( )( )c e b d b c d e+ + < - - 时，必有： 
ˆ ˆ
0 min min max max 1
ˆ ˆ
k k
m k m k
k k
f f b c
g g b d





















--é ù +ê ú= + ³ê ú æ ö-ê ú ÷ë û ç- ÷ç ÷çè ø+
å   



















æ ö- ÷ç£ = £ ÷ç ÷çè ø+  
由夹逼定理可得： 








命题 2.4 存在 , , , , ,b c d ea b 同时满足下列条件： 
( )( ) ( )( )
, 2 ,
, , 2
2 , , ,
b c c b b c
d e d e e d
d c e b e d e b c d e e c b d
a b b
b a b b




31 31 32 32
31
, , , , , . . 0, lim 0, lim 0, 0, lim 0,
m m m
b c d e s t ra b r r r r
r¥ ¥ ¥














> > = 同时成立。 
证明：取 15, 8, 4, 0.5, 4, 0.8b c d ea b= = = = = = 即可同时满足所有条件。 
证毕。 
现在，由（2.14）及命题 2.4 可得，当m¥时： 
 19
1312 12
1 21 13 21 23 31 32
21 21 31
0rr rh r r r r r r
r r r
= + +   
13 23 23
2 31 21 21 32 32 31
31 32 32
0r r rh r r r r r r
r r r
= + +   
3 12 31 21 32 31 32 0h r r r r r r= + + >  
于是有： 
( )3lim , 1m mn m¥ =                             （2.18） 
故定理 2.1 得证。 
 
附录 B：定理 2.2 的证明 
该定理的证明须首先证明如下命题： 
命题 2.5 （1）当 , 2b c ba a b> > + > 时， 3113 13
13




> > = ； 
（2）当 2e b d> + 时， 2112 12
12




> > = 。 
证明：（1）由（2.15）可得： 
( ) ( )( )




f b k c m c b
b a b
b b
+ + + -
=
+ - + + -
 
( ) ( )
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b b
æ ö÷ç ÷ç ÷ç é ù÷ç + - + +è ø ë û =
é ù+ - + + -ë û
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而当2 ba b+ > 时，有： 


























+-é ù +ê ú= + ³ê ú æ ö+ê úë û ÷ç- ÷ç ÷÷ç +è ø
å   
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b e k c e m c bf
+ + - -
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b e d c k e df
k m
dm b e k c e m c b
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ é ùç + + + -è ø ë û = > " £ £ -























当 2e b d> + 时，必有： 
ˆ ˆ


























--é ù +ê ú= + ³ê ú æ ö-ê ú ÷ë û ç- ÷ç ÷çè ø+
å   


















æ ö- ÷ç£ = £ ÷ç ÷çè ø+  
由夹逼定理可得： 

















, , , , , . . 0, lim 0, lim 0,
m m
b c d e s t ra b r r
r¥ ¥









证明：取 1, 2, 3, 2, 3, 10b c d ea b= = = = = = 即可。证毕。 
现在，由（2.14）及命题 2.6 可得当m¥时： 
1 12 13 12 23 13 32 0h r r r r r r= + + >  
3121 21
2 13 12 12 23 23 13
12 12 13
0rr rh r r r r r r
r r r
= + +   
31 3121
3 12 13 12 32 13 32
13 12 13
0r rrh r r r r r r
r r r
= + +   
于是有： 
         ( )1lim , 1m mn m¥ =                             （2.19）
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